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Equations f o r  Runge-Kutta 
Formulas Through t h e  Eighth Order* 

H.  A. Luther  and J. A. Smithermant 

The Runge-Kutta express ions  cons idered  are t o  b e  both  t h e  e x p l i c i t  

and t h e  i m p l i c i t .  The n o t a t i o n  chosen i s  as fo l lows:  

V 

Y n + l  = Yn + 1 Riki 9 

i=l 

V 

k .  = h f ( x n  + ai h ,  yn + bi jk j )  1 j =1 

a = f bij  . 
j =1 i 

The d i f f e r e n t i a l  system is of course  

L!Y dx = f(X,Y),  Y(X0) = Y O '  ( 2 )  
Here y is a column m a t r i x  of l eng th  m ,  a s  i s  f ( x , y ) ,  so  t h a t  w e  are 

cons ide r ing  m s imultaneous f i r s t  o rde r  o rd ina ry  equa t ions  i n  t h e  v a r i a b l e  

x .  The cons t an t  v may be any i n t e g e r  as l a r g e ,  o r  l a r g e r ,  t han  m. 

The requirement  v m should be  cons idered  as p e r t a i n i n g  on ly  t o  

formal  p r e s e n t a t i o n .  I f  (1) is t o  p rope r ly  approximate an  e x p l i c i t  

s o l u t i o n  of ( 2 )  i n  t h e  Runge-Kutta s ense ,  f o r  m > 4 w e  must have v > m. 

A more p r e c i s e  d e s c r i p t i o n  has been g iven  by Butcher [ 2 ] .  

The fo l lowing  t a b l e s  a r e  based on t h e  e x p o s i t i o n  of Butcher [ I ] ;  
2 

t h e  elementary weights  such a s  [ $ I ,  [ [ $ I  1, e tc . ,  found i n  t h e  t a b l e s ,  

are those  def ined  by him. 

Table  One can be  used t o  w r i t e  down t h e  equa t ions  which t h e  k Ri, i' 

and b must s a t i s f y .  Each elementary weight i s  t o  be  equated t o  t h e  

proper  cons t an t  as desc r ibed  i n  [ l ] .  

and b i n  ( l ) ,  and f o r  a remainder of o rde r  p+l ( a  Runge-Kutta formula 

of o r d e r  p) a l l  r e l a t i o n s  l i s t e d  through t h e  f i r s t  p o r d e r s  must be  

i j  

For a s p e c i f i c  cho ice  of Ri, k i ,  

i j  
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s a t i s f i e d .  Thus t o  g e t  a t h i r d  o r d e r  R-K formula w e  must s a t i s f y  

t h e  r e s t r i c t i o n s  implied by t h e  f i r s t - o r d e r  r e l a t i o n ,  t h e  second- 

o r d e r  r e l a t i o n ,  and t h e  two th i rd-order  r e l a t i o n s ,  namely 

2 V 

1 / 3  = Ri a . 
i =I 1 i~ 1 

The summation convent ion is of cour se  employed i n  t h e  t a b l e ,  and 

a l l  i n d i c e s  extend from 1 t o  v. It i s  observed t h a t  t h e s e  equa t ions  

serve t o  d e f i n e  an i m p l i c i t  formula t ion ,  i n  gene ra l .  That i s ,  i n  

apply ing  (1) , t h e  k. are defined i m p l i c i t l y .  
1 

I f  w e  r e q u i r e  b = 0 f o r  j 2 i, then  (1) d e f i n e s  each k 
i j  i 

e x p l i c i t l y .  Table Two i s  based on t h i s  assumption. For t h i s  t a b l e ,  

v has  been a r b i t r a r i l y  taken  a s  9. A s  expla ined  i n  [ 2 ] ,  t h i s  choice  

g i v e s  more parameters  than  needed f o r  o r d e r s  one through s ix .  It  

g i v e s  a minimum number f o r  order  seven,  and i s  not  s u f f i c i e n t  

f o r  o r d e r  e i g h t .  However, t he  p a t t e r n  seems clear ,  and t h e r e  i s  

no d i f f i c u l t y  i n  inc reas ing  (or dec reas ing )  t h e  v a l u e  of v f o r  t h e  

o r d e r s  shown. C e r t a i n  abbrev ia t ions  f o r  Table  Two are  found a t  

i t s  beginning.  The equa t ions  l i s t e d  are f o r  o r d e r s  one through 

seven only .  
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TABLE ONE 

The Elementary Weights for t h e  Runge-Kutta Formulas 
of the F i r s t  E ight  Orders 



FIRST ORDER 

V 
1. $ = c  Ri 

i =1 1 
1 

SECOND ORDER 

1. [ $ I  = Ri a 
1 il 

THIRD ORDER 

1. [2$12 = Ri bi ai 
1 1 2  2 

2 2 2 .  [ $  ] = Ri a 
1 il 

FOURTB OXDER 

1. [,@I, = Ri bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 

2 2 
2. L 2 @  l 2  = Ri bi ai 

1 1 2  2 

3 .  [ [ $ I @ ]  = Ri bi ai ai 
1 1 2  1 2  

3 3 4. [ $  I = Ri a 
1 il 



FIFTH ORDER 

1. [,$I, = Ri bi bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 

2 2 
2 .  13+  l 3  = R bi bi a 

1 2  2 3 i 3  

3 .  [ , [ + l @ l 2  = Ri bi bi a a  
1 1 2  2 3 i 2 i 3  

3 3 
4 .  [24  l 2  = Ri bi ai 

1 1 2  2 

8 .  

9 .  

5 .  [[2$12$1 = R bi bi a a  
il 1 2 2 3 il i3 

2 2 
6 .  I [ $  ]$I = Ri bi ai ai 

1 1 2  1 2  

2 2 
7 .  [ [$I  1 = R. (bi ai 1 

=1 1 2  2 

2 [ [ + I $  I = Ri bi a 2a 
1 1 2 il i2 

4 4 
[ +  I = Ri ai 

1 1  



1. 

2.  

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10.  

SIXTH ORDER 

[,$I5 = Ri bi bi bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 

L 144 l 4  = R .  a bi bi bi 1 2  2 3  3 4 i 4  

3 a 
3 

[,4 l 3  = R. bi bi l1 1 2  2 3 i 3  

261212 Ri bi b . bi a a 
1 1 2 i213 3 4 i2 i4 

2 a a  
2 0 141, = Ri bi bi 1 1 2  2 3 i 2 i 3  

" n 

[ , I Q I L l 2  = R. bi (bi 2. )' 
= 1 1 2  2 3 ' 3  

2 2 [,[$I4 l 2  = Ri bi b a a 
1 1 2 i 2 i 3  i2 i 3  

4 4 [,O l 2  = Ri bi ai 1 1 2  2 

[[,4l,Ol = Ri bi bi bi a a  
1 1 2  2 3  3 4 i l i 4  



3 3 13. [ [ $  101 = Ri bi a .  a .  
1 1 2 l1 I 2  

a 3a 
2 

1 5 -  I[$ I [ $ I I  = Ri bi bi 
1 1 2  1 3 5  i3 

2 2  2 2  17. [I$ I $  I = R. bi a a 
l1 1 2 il i2 

3 19. [ [ $ I $  1 = Ri bi a .  3a 
1 1 2 I1 

20. [ $  5 1 = Ri a .  5 
1 I1 



SEVENTH ORDER 

1. [,$I, = Ri bi bi bi bi bi a 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6 i 6  

2 2 2 .  [,$ l5  = Ri b b b b a 

3 -  [4[$I$I4 = Ri bi bi bi bi a a  

i i  i i  i i  i i  1 1 2  2 3  3 4  4 5 i 5  

1 1 2  2 3  3 4  4 5 i 4 i 5  

2 2 
7 .  [,[$I l3 = R. bi bi (bi ai 1 

l1 1 2  2 3  3 4  4 

1 a 'a 
2 

8. [,[$I$ 1, = Ri bi bi bi 
1 1 2  2 3  3 4 i 3  4 

10. [ [ $1 $1 = R .  bi bi bi b .  . a. a 
2 3  l1 1 2  2 3  34l4l5lZi5 



3 3 
13. [,[4 1412 = Rilbili2bi2i3ai2ai3 

14. [2[2412[4112 = R b b b a a  
i i i  i i  i i b i i  1 1 2  2 3  2 4  3 5 i 4 i 5  

2 a a  2 
15. 12[4 1[$112 Ri bi bi bi 

1 1 2  2 3  2 4 i 3  i4 

a 2a 2 16. [2[2412$ l2 = R. bi bi bi 
l1 1 2  2 3  3 4 i 2  i4 

2 2  a 2 2  
17. E,[$ 14 l2 = Ri bi bi ai 

1 1 2  2 3  2 i3 

2 2 
18. [,[$I 41, = Ri bi ai (bi ai 1 

1 1 2  2 2 3  3 

b a 3a 3 19* [2 [”4  12 = Ri:ili2 izi3 i2 i3 

5 5 20. 124 l 2  = Ri bi ai 
1 1 2  2 

21. I[ 41 41 = R. bi bi bi bi ai B 

l1 1 2  2 3  3 4  4 5  li5 4 4  

2 a a  2 
22. [[,e ],$I = R. bi bi bi 

l1 1 2  2 3  3 4 i l i 4  

23. [[2[41$12$1 = Ri bi bi bi ai a a 
1 1 2  2 3  3 4  1i3i4 

3 24. [I2$ 1241 = Ri bi bi ai ai 3 
1 1 2  2 3  1 3  



25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

[ [ [ 2 $ 1 2 $ 1 ~ 1  = Ri bi bi bi a. ai a 
1 1 2  2 3  3 4 ' 1  Z i 4  

2 2 [ [ [ $ I  141 = R. bi a. (bi a. ) 
=1 1 2 2 3 l 3  

2 2 [ [ [ $ I $  ]$I  = R.  bi bi a a a 
l1 1 2 2 3 il i2 i3 

4 4 
[ [ @  I$]  = Ri bi ai ai 1 1 2  1 2  

[[3@13[$11 = Ri bi bi bi bi a a  
1 1 2  1 3  2 4  4 5 i 3 i 5  

2 a a  bi i bi i 2 1 3  2 4 i 3 i 4  

bi bi a a a  
2 1 3  2 4 i 2 i 3 i 4  

3 
[[O3I [$I1 = Ri bi bi ai ai 

1 1 2  1 3  2 3 

2 2 
[[,$I3$ 1 = R. l1 bi 1 2  bi 2 3  bi 3 4 i l  a a i 4 

2 2  2 2  
[[ ,e I,$ 1 = Ri bi bi a. ai 

1 1 2  2 3 = 1  3 

a 2a a 
2 

[ [ [ $ I $ ] $  I = Ri bi bi 1 1 2  2 3 i l  i 2 i 3  



3 2  3 
i 37. [ [ 9  I $  1 = Ri bi a 2a 

1 1 2 i l  2 

2 
38. [[ ,$I2 I = Ri bi bi bi bi ai ai 

1 1 2  1 3  2 4  3 5  4 5 

2 a a  
2 

39. [ [2012[0  11 = R. bi bi bi 
=1 1 2  1 3  2 4 1 3  i4 

2 2  
40 -  [ [ $  1 1 - Ri (bi ai 2 ) 2  

1 1 2  2 

41-  [[2912[9101 = Ri bi bi bi ai ai ai 
1 1 2  1 3  2 4  1 3  4 

2 2 42. [[O 1[O191 = Ri bi bi ai ai ai 
1 1 2  1 3  1 2  3 

3a 43. [[,Ol,O 1 = Ri bi bi ai i3 
3 

1 1 2  2 3  1 

2 3a 2 3  
44. [[O I O  I = Ri bi ai 

1 1 2  1 i2 

l 2  2 2  2 
46. [ [ $ I  9 1 = Ri ai (bi ai 

1 1  1 2 2  

4 4 
47. [[$I9 1 = Ri bi ai ai 

1 1 2 1  2 



1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

a. 

9. 

10. 

11. 

12. 

EIGHTH ORDER 

[7@17 = Ri bi bi bi bi bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6  6 7  7 

2 2 [6@ 16 = Ri bi bi bi bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6  6 

[,[@]@I5 = Ri bi bi bi bi bi ai ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6  5 6 

3 a 
3 L 5 $  l 5  = Ri bi bi bi bi 

1 1 2  2 3  3 4  4 5 i 5  

[4[2@I2@l4 = Ri bi bi bi bi bi ai ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6  4 6 

2 a [4[@ ]@I4 = Ri bi bi bi bi ai 
2 

1 1 2  2 3  3 4  4 5  4 i 5  

2 2 [,[@I l 4  = Ri bi bi bi (bi ai ) 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 

2 2 [,[@I@ l 4  = Ri bi bi bi bi a. ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5 ’ 4  5 

4 4 [46 l 4  = Ri bi bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 

[ 3 [ 3 @ 1 3 @ 1 3  = Ri bi bi bi bi bi ai a 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6  3 i 6  

2 a [3[2@ 1 2 @ 1 3  = Ri bi bi bi bi ai 
2 

1 1 2  2 3  3 4  4 5  3 i 5  

[ 3 [ [ @ l @ l @ 1 3  = R. bi bi bi bi a.  a a 
‘1 1 2  2 3  3 4  4 5 1 3 i 4 i 5  



13. 

14 .  

15. 

16.  

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

3 3 
[,[$ ]$I3  * Ri bi bi bi ai ai 

1 1 2  2 3  3 4  3 4 

[3[2$12[$113 = Ri bi bi bi bi bi a a  
1 1 2  2 3  3 4  3 5  4 6 i 5 i 6  

2 
] [ @ ] I 3  = Ri bi bi bi bi a .  2ai 

1 1 2  2 3  3 4  3 5 l 4  5 

1 1 2  2 3  3 4  4 5 i 3  5 

1 1 2  2 3  3 4  3 i 4  

1 1 2  2 3  3 3 4 i 4  

=1 1 2  2 3  3 4 i 3  i4 

2 a a  
2 

[,[,$I2@ l 3  = Ri bi bi bi bi i i 

2 2  a 
2 2  

[,[$I 4 l 3  = Ri bi bi bi ai 

2 2 
[,[$I $1, = Ri bi bi ai (bi a 1 

a 3a 
3 

[,[$I$ l 3  = R.  bi bi bi 

5 5 l 3  = Ri bi bi ai 
1 1 2  2 3  3 

a a  = Ri bi bi bi bi bi i 1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6 i 2 i 6  

2 
b a .  a .  

2 1,134 I3$I,  = R. bi bi bi 
I1 1 2 2 3 3 4 i4i5 I 2  

[2[2[@I@'12$12 = Ri bi bi bi bi a a a  
1 1 2  2 3  3 4  4 5 i 2 i 4 i 5  

3 3 [,[,$ 12012 = Ri bi bi bi a a 
1 1 2  2 3  3 4 i 2 i 4  



l -  

l -  

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

@]$I2 = Ri bi bi bi bi a. a. a 
1 1 2  2 3  3 4  4 5 1 2 1 3 i 5  2 

2 $161, = Ri bi bi bi ai a a  
1 1 2  2 3  3 4  2 i 3 i 4  

2 2 [,[[$I ]$I2 = Ri bi bi ai (bi a. ) 
1 1 2  2 3  2 34'4 

2 2 [,[[$I$ ]$I2 = Ri bi bi bi a. a. a 
1 1 2  2 3  3 4 l 2 l 3  i4 

[,[$ 4 ]@I2 = Ri bi bi ai ai 4 
1 1 2  2 3  2 3 

[2[3~13[$112 = Ri bi bi bi bi bi a a 
1 1 2  2 3  2 4  3 5  5 6 i 4 i 6  

2 2 [ , [ , e  12[$11, = Ri bi bi bi bi a a 
1 1 2  2 3  2 4  3 5 i 4 i 5  

[2[[$1$1[$112 = Ri bi bi bi bi a a a  
1 1 2  2 3  2 4  3 5 i 3 i 4 i 5  

3 
[,I$ 1[$11, = Ri bi bi bi ai 3a 

1 1 2  2 3  2 4  3 i4 

i a. 'a 2 
[2[3$13$ l2 = R i bi i bi i bi i bi i 1 1 2  2 3  3 4  4 5 l 2  5 

2 2  a. 2ai 2 [,[,$ I,$ l2 = Ri bi bi bi 
1 1 2  2 3  34'2 4 

2 2 [,[[$1$1$ l 2  = Ri bi bi bi a. a a 
1 1 2  2 3  34'2 i3i4 



3 2  2 3  3 7 .  [,LO I @  l 2  = Ri bi bi a a 
1 1 2  2 3 i 2  i 3  

2 
38.  [ , [ , @ I 2  I 2  = Ri bi bi bi bi bi a. a 

1 1 2  2 3  2 4  3 5  4 6 1 5 i 6  

2 a a  
2 

3 9 -  [ , [ , @ I 2 [ @  1 1 ,  = Ri bi bi bi bi 
1 1 2  2 3  2 4  3 5 i 4  i 5  

2 2  2 4 0 -  L 2 [ @  1 l 2  = Ri bi bi bi ai 2a 
1 1 2  2 3  2 4  3 i 4  

4 1 -  [ 2 [ 2 4 1 2 [ @ l @ 1 2  = Ri bi bi bi bi ai a a  
1 1 2  2 3  2 4  3 5  2 i 4 i 5  

a .  3a 3 43 .  [ , [ , @ I 2 @  I 2  Ri bi bi bi 
1 1 2  2 3  2 4 l 2  i4 

2 3a 44 .  [ , I @  I @  l 2  = Ri bi bi ai 
2 3  

1 1 2  2 3  2 i3 

3 3 45 .  [ , [ @ I  l 2  = Ri bi (bi ai ) 
1 1 2  2 3  3 

2 2  2 2 46.  [ , [ @ I  0 1 ,  = Ri bi ai (bi ai ) 
1 1 2  2 2 3  3 

4 4 47 .  [ , [ @ I O  l 2  = Ri bi bi a. ai 
1 1 2  2 3 ' 2  3 

6 6 4 8 .  [,@ 1 ,  = Ri bi ai 
1 1 2  2 

I 



49. [[,$I5$] = Ri bi bi bi bi bi a a. 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  5 6 i 1 1 6  

2 2 
50. [[,@ 14$1 = Ri bi bi bi bi ai a 

1 1 2  2 3  3 4  4 5  0 5  

51. [[3[$1$13$1 = Ri bi bi bi bi ai ai ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5  1 4  5 

3 3 52. [[,@ ],@I = Ri bi bi bi ai a 
1 1 2  2 3  3 4  l i 4  

2 2 
56. [ [ , [+I$  12$1 = Ri bi bi bi a, a; a 

1 1 2  2 3  3 4 ? ' 3  i4 

58. [[[3$13@l$l = Ri bi bi bi bi ai a. a.  
1 1 2  2 3  3 4  4 5  1 = z 1 5  

2 b a a a  
2 

59- [[[,$ 12@I$I  = Ri bi bi i i  1 1 2  2 3  3 4 i l  2 4 

60. [ [ [ [@1@1$1@1 = Ri bi bi bi a. ai ai ai 
1 1 2  2 3  3 4 ' 1  2 3 4 



61. 

62. 

63. 

64. 

65. 

66 .  

67. 

68. 

6 9 .  

70. 

71. 

72. 

3 3 [[IO 14141 = Ri bi bi ai ai ai 
1 1 2  2 3  1 2  3 

[[[2412[41141 = Ri bi bi bi bi a a a  
1 1 2  2 3  2 4  3 5 i l i 4 i 5  

2 a a  a 
2 [[I4 1[41181 = Ri bi bi bi 

1 1 2  2 3  2 4 i l i 3  i4 

2 a a  a 
2 L2@l24 141 = Ri bi bi bi 

1 1 2  2 3  3 4 i l i 2  ili 

2 2  2 2  
[ 4  14 341 = Ri bi bi ai a a 

1 1 2  2 3  1 1 2  13 

[[[41'41$1 = Ri bi ai ai (bi ai 
1 1 2  1 2  2 3  3 

i 
[ [ [e14  3 141 = Ri bi bi ai ai 3a 

1 1 2  2 3  1 2  3 

5 5 [[O 141 = R, bi ai ai '1 1 2  1 2  

[ [461i[411 = Ri bi bi bi bi bi a a  
1 1 2  1 3  2 4  4 5  5 f i i 3 ' 6  

z L 
[ I 3 +  1,[411 = Ri bi bi bi bi ai ai 

1 1 2  1 3  2 4  4 5  3 5 

[[2[41412[811 = Ri bi bi bi bi a a a  
1 1 2  1 3  2 4  4 5 i 3 i 4 i 5  

3 a a  
3 

[ I 2 $  12[411 = Ri bi bi  bi 
1 1 2  1 3  2 4  3 4 



73. 

74. 

75. 

76. 

77. 

78. 

79. 

80. 

81. 

82. 

83. 

84. 

[[[2412~1[@11 = Ri bi bi bi bi a. a. a. 
1 1 2  1 3  2 4  4 5 l Z 1 3 l 5  

2 2 [[IO 1$1[$11 = R. bi bi bi ai ai ai 
l1 1 2  1 3  2 4  2 3 4 

2 2 [[[$I I[$]]= Ri bi bi ai (bi ai ) 
1 1 2  1 3  3 2 4  4 

2 2 [[[$I$ I[$] = Ri bi bi bi a. a a 
1 1 2  1 3  24'2 i3i4 

4 Ri bi bi ai a 
1 1 2  1 3  2 13 

2 [[4$14$Ll = Ri bi bi bi bi a. ai 
1 1 2  2 3  3 4  4 5 l 1  5 

2 2  2 2  [[,$ I,$ I = Ri bi bi bi ai ai 
1 1 2  2 3  3 4  1 4 

2 a 'a a [[21$3$129 1 = Ri bi bi bi i i  1 1 2  2 3  3 4 i l  3 4 

3 2  2 3  
[E2$ I,$ I = Ri bi bi ai a i 1 1 2  2 3  1 3 

2 a a a  2 
[[[,$I,$]$ 1 = Ri bi bi bi 

1 1 2  2 3  3 4 i l  iZi4 

2 a a  [[I$ ]$I$ 1 = Ri bi bi ai 
2 2 2 

1 1 2  2 3  1 i2i3 

2 2  2 2 
[[[$I 14' 1 = Ri bi ai (bi a ) 

1 1 2  1 2 3 i 3  



2 2  2 2  
85. [ [ [ $ I $  I $  1 = Ri bi bi ai a a 

1 1 2  2 3  1 i 2  3 

87. [[3413[24121 = R bi bi bi bi bi ai ai 
il 1 2  1 3  2 4  4 5  3 6  5 6 

2 2 
88. [[,$I3[$ I 1  = Ri bi bi bi bi a a 

1 1 2  1 3  2 4  4 5 1 3  i5 

2 a a  
2 

89 -  [ [ 2 $  12[2$121 = Ri bi bi bi bi i 
1 1 2  1 3  2 4  3 S i 4  5 

2 2  a 
2 2  

90. [ I 2 $  I,[$ 11 = Ri bi b i  bi ai 
1 1 2  1 3  2 4  3 i4 

91. [[[$1$1[2$1,1 = R .  bi bi bi bi ai ai a 
l1 1 2  1 3  2 4  3 5  2 4 i 5  

3 2  3 2  
94. [ [ 4  I [ $  I 1  = Ri bi bi ai ai3 

1 1 2  1 3  2 

95. [[3$13[$1$1 = R. bi bi bi bi ai ai ai 
I1 1 2  1 3  2 4  4 5  1 3  5 



97. 

98. 

99. 

100. 

101. 

102. 

103. 

104. 

105. 

106. 

107. 

108. 

3 3 
[ [ @  1[91@1 = Ri bi bi ai ai a 

1 1 2  1 3  1 2  i3 

3 
[[,@I3@ 1 = Ri bi bi bi ai 3a 

1 1 2  2 3  3 4  1 i 4  

2 3  2 12@ 1 = Ri bi bi ai 3ai 
1 1 2  2 3  1 3 

3 [ [ [ @ I $ ] @  1 = Ri bi bi ai 3a a 
1 1 2  2 3  1 i 2 i 3  

3 3  3 I[@ 10  I = Ri bi ai 3ai 1 1 2 1  2 

2 [[ ,@I2 01 = Ri bi bi bi bi ai ai a 
1 1 2  1 3  2 4  3 5  1 4 i 5  

2 
; [ ,@I2[@ I @ ]  = Ri bi bi bi a .  a 2a 

1 1 2  1 3  2 4 I l i 3  i4 

2 2  2 2  
[I@ I @ I  = Ri ai (bi ai ) 

1 1  1 2 2  

2 
[[2$12[01 1 = Ri bi bi b i  bi ai ai a 

1 1 2  1 3  1 4  2 5  3 4 5  

2 2 2  a a a  [ [ @  I [ @ ]  I = Ri bi bi bi 
1 1 2  1 3  1 4 i 2  i 3 i 4  

2 2 
[ [ , 0 I2 [@l0  I = Ri bi bi bi  ai ai3ai4 

1 1 2  1 3  2 4  1 



2 2 2 2  109. [ [ $  ] [ $ I @  1 = R.  bi bi a a a 
=1 1 2 1 3 il i2 i3 

2 4  4 2  
111. [ [ $  10 I = Ri bi ai ai 

1 1 2 1  2 

3 3 112. [ [ $ I  $1 = Ri ai (bi ai 1 
1 1  1 2 2  

114. [ [ @ I @  5 1 = Ri bi ai 'a 
1 1 2  1 i2 

7 7 115. [@ ] = Ri ai 
1 1  



TABLE TWO 

Runge-Kutta Relations 
for Explicit Formulas Through Order Seven 

The following notation is employed: 

i+l 

j =2 

i+l 
f = a 4 b  

j =2 

d .  1 = 1 aj2bi+2,j 

i j i+2,j 

i+l 

j = 2  
= aj5bi+2,j g i 



FIRST ORDER 

+ R  + R  + R  + R  + R 6 + R 7 + R 8 + R  = 1  
-Rl 2 3 4 5 9 

SECOND ORDER 

[ 4 ] = a 2 R 2 + a R  + a R  + a R  + a R  + a R  + a R  + a g R g = ~  1 
3 3  4 4  5 5  6 6  7 7  8 8  

THIRD ORDER 

[ 2 4 ] 2 = ~ R  + c R  + c R  + c R  + c R  + c 6 R 8 + c 7 R g = ~  1 
1 3  2 4  3 5  4 6  5 7  

2 2R + a  2 R + a  2 R + a  2 R + a  2 R + a 7 2 R 7 + a  2 R + a 9 R g = ~  2 1 
[ e 1 3 a 2  2 3 3 4 4 5 5 6 6 8 8  



FOURTH ORDER 

2 1 [ , @ ] , = d R  + d R  + d R  + d R  + d R  + d 6 R 8 + d 7 R g = z  1 3  2 4  3 5  4 6  5 7  

1 + a6c4R6 + a,c5R7 + a 8 6 8  c R + a 9 7 9  c R = - 8 [ [$]$I  = a c R + a c R + a c R 3 1 3  4 2 4  5 3 5  

3 3 3 3 3 3 1 
3R + a R + a R + a53R5 + a R + a7 R7 + a8 R8 + ag Rg = 5 3 

[ $ l E a 2  2 3 3 4 4 6 6  



+ a b c )R + (a3b63c1 + a4b64c2 

5 6 5 3  c ) R  6 + (a3b7,,c1 + a4b74c2 + a5b75c3 + a6b76C4)R7 

[ 2 [ ” ” 2  = a3b43C1R4 (a3b53c1 4 54 2 5 

+ a b 

+ ( a  b c + a4bg4c2 + a b c + a6bS6c4 + a7bg7c5)R8 

+ (a  

+ a b  c ) R  = -  8 98 6 9 40 

3 83 1 5 85 3 

3 93 1 a4b94c2 + a5b95c3 + a 6 b 96 c 4 + a7bg7c5 

1 



~ 
~~ 

3 1 
[ 2 $  l 2  = elR3 + e R + e5R7 + e6R8 + e R = - 2 4  3 5  4 6  7 9 20 + e R + e R 

[[241291 = a4b43 c 1 R 4 + a 5 (b 53 c 1 + b54c2)R5 + a6(b63c1 + b64C2 + b65C3)R6 

+ b c + b75c3 + b c )R + a (b c + bS4c2 + bS5c3 + a7(b73c1 74 2 7 6 4 7  8 8 3 1  

+ bg6c4 + b c )R + a  (b  c + bg4c2 + bg5c3 + bg6c4 8 7 5 8  9 9 3 1  

I + bg,c5 + b c ) R  = - 98 6 9 30 

2 
[ [ $  I $ ]  = a d R + a d R + a5d3R5 + a6d4R6 + a7d5R7 + a8d6R8 3 1 3  4 2 4  

I + agd7Rg = E 

2 2 2 2 2 2 1 [ [ $ I  ] = c R + c + c R. + c R + c5 R7 + c6’R8 + c7 Rg = 
1 3  2 4  3 3  4 6  

2 2 2 2 c R  + a  2 c~ + a 2 c ~ + a 2 c ~  
[[$I4 = a3 ‘lR3 a4 ‘ZR4 3 5 6 4 6 7 5 7 8 6 8 

2 1 + a  c R  - -  9 7 9 - 1 0  

4 4 4 4 4 4 1 
[ $  ] = a24R2 + a R + a R + a5 R5 + a6 R6 + a74R7 + a 8 8  R + ag4R9 = 7 3 3  4 4  



SIXTH ORDER 



[ , [4 I@l3  = a3~lb43b54R5 + [a3clb43b64 + (a3clb53 + a c b  4 2 54 ) b  65 ]R 6 

+ [a3clb43b74 + (a3clb53 + a4c2b54)b75 + (a3clb63 a4c2b64 

+ a 5 c 3 b 65 ) b  76 I R  7 + [a3clb43b84 + (a3clb53 + a4c2b54)b85 

4 2 64 5 3 65 86 4 2 74 + (a3clb63 + a c b 

+ a c b + a c b )b ]R + [a3clb43bg4 + (a3clb53 

+ a c b  ) b  + ( a c b  + a c b  + a c b  ) b  

+ (a3clb73 -k a4c2b74+ a5c3b75 6 4 76 97 

+ a c b  + a c b  + a c b  + a c b  ) b  ]R - -  4 2 8 4  5 3 8 5  6 4 8 6  7 5 8 7 9 8 9 - 2 4 0  

+ a c b ) b  f (a3clbJ3 + a c b 

5 3 7 5  6 4 7 6 8 7 8  

4 2 54 95 3 1 6 3  4 2 6 4  5 3 6 5 9 6  

+ a c b ) b  + (a3clbg3 

1 

3 e R + (b e + b54e2)R5 + (b63el + b64e2 + b65e3)Rg [34 13 = b43 1 4 53 1 

+ (b  e + b e + bJ5e3 + bJ6e4)R7 + (bg3el + b84e2 + bg5e3 

+ b e + b e ) R  + (b e + bg4e2 + bg5e3 + bg6e4 + bg7e5 

73 1 74 2 

86 4 87 5 8 93 1 

I 
b98e6)R9 = 120 



I + a b  d ) R  =E 8 9 8 6  9 



2 2 2 2 
[,[41]41 3 ,  = a32clb43R4 + ( a  3 b 5 3 1  c + a 4 b 5 4 2  c ) R  5 + (a 3 b 63 c 1 + a42b64c2 

2 2 2 2 2 + a 5 b 6 5 3  c )R 6 + (a3 b73c1 + a4 b74c2 + a5 b75C3 + a6 b76C4)R7 

2 + a 2 b c + a 2 b c + a62b86c4 + a7 2 bg7c5)R8 + (a3 b83C1 4 84 2 5 85 3 

2 2 2 + a  b c + a 2 b  c + a  b c + a  b c 2 
+ (a3 b93C1 4 94 2 5 95 3 6 96 4 7 97 5 

2 1 + a  b c ) R  = -  8 98 6 9 60 

4 1 [ , @ ] , = f R  + f R  + f R  + f R  + f R  + f R  + f 7 R g = ? ? j  1 3  2 4  3 5  4 6  5 7  6 8  



[ [ [ $ ] $ ] $ I  = a a c b R + a (a c b + a c b )R + a6(a3clb63 3 4 1 4 3 4  5 3 1 5 3  4 2 5 4  5 

+ a4c2b64 + a5C3b65)R6 + a7(a3clb73 + a4c2b74 + a5c3b75 

+ a c b )R + a8(a3clb83 + a4c2bg4 + a c b 

+ a c b )R + + ag(a3clbg3 + a4c2bg4 + a5c3bg5 + a6c4bg6 

+ a c b  )R = -  
+ a7c5b97 8 6 98 9 48 

+ a c b 6 4 7 6  7 5 3 8 5  6 4 8 6  

7 5 8 7  8 
1 

3 [ [ $  ]$ ]  = a e R + a e R + a e R + a6e4R6 + a7e5R7 + a8e6R8 + a g e 7 R g  3 1 3  4 2 4  5 3 5  
1 
24 

- _ -  

I 
+ c b  ) c R  - -  6 98 7 9 - 72 -I- ‘zbg4 + C3b95 + C4b96 + C5b97 



2 
[ [ $  ] [ $ ] ]  = c d R + c d R + c d R + c4d4R6 + c5d5R7 + c6d6R8 1 1 3  2 2 4  3 3 5  

1 + c d R  = -  
7 7 9  36 

2 2 2 
[ [2$12$ 1 a42clb43R4 + a 5  (b53C1 + b54C2)R5 + a6  (b63C1 + b64C2 

2 + b c ) R  + a7 (b73c1 + b c + b75c3 + b c )R 65 3 6 7 4  2 76 4 7 

2 + a8 (b c + b c + b85c3 + bg6c4 + bg7c5)R8 83 1 84 2 

2 1 + a (bg3c1 + b c + b c + b c + bg7c5 + b 98 c 6 )R 9 - - - 36 9 94 2 95 3 96 4 

2 2 2 2 'd R + a d R + a d R + a6 d4R6 + a7 d5R7 + ag2d6R8 2 2  
[ [ ' 1 ' 1 P a 3  1 3  4 2 4  5 3 5  

I + a ' d R  = -  
9 7 9  18 

2 2 2 
[ [ e ]  $1 = a 3 1  c 2R 3 + a 4 2  c R 4 + a5c32R5 + a6c4 R6 + a7c52R7 + a8c62R8 

L I + a c  R = -  
9 7  9 24 



3 3 3 3 [ [ $ I $  ] = a33clR3 + a4 c2R4 + a5 c3R5 + a63c4R6 + a 7 c 5 7  R + aa3c6Ra 

3 1 + a  c R  - -  9 7 9 - 1 2  

5 5 5 5 5 5 
[I$ ] = aZ5R2 + a R + a R + a R + a6 R6 + a75R7 + ag Ra 3 3  4 4  5 5  

5 1 + ag Rg = a 



SEVENTH ORDER 

6 = Clb43b54b65b76R7 + {Clb43b54b65b86 + [Clb43b54b75 

+ (Clb43b64 + ‘lb53 + C2b54 b 65 ) b  76 lb  87  I R  8 + {Clb43b54b65bg6 

+ [Clb43b54b75 + (Clb43b64 + ‘lb53 + C2b54 b 65 ) b  76 l b  97 

+ [Clb43b54b85 (Clb43b64 + ‘lb53 C2b54 b 65 ) b  86 

1 
+ ‘lb63 ‘Zb64 C3b65 b76)b871b98’R9 = 5040 



[4  [(PI (PI4 = a3Clb43b54b65R6 + {a3clb43b54b75 + [a3clb43b64 

+ a c b )b ]b  )R + {a3clb43b54b85 
+ (a3clb53 4 2 54 65 76 7 

+ [ a  3 C 1 b 43 b 64 + (a3clb53 + a4C2b54)b651bg6 [a3clb43b74 

+ ( a  c b + a c b ) b  + (a3clb63 + a4c2b64 

+ a c b ) b  ]b  )R + a3clb43b54bg5 + [a3clb43b64 

+ (a c b + a c b ) b  ] b  + [a3clb43b74 + (a3clb53 

a 4 2 54 lb 75 (a3clb63 4 2 64 5 3 65 76 97 

3 1 53 4 2 54 75 

5 3 65 76 87 8 

3 1 53 4 2 54 65 96 

+ a c b  + a c b  ) b  l b  

+ [a c b b 

+ a c b ) b  

+ (a3clb53 + a 4 c 2 b 54 ) b  a5 + (a3clb63 + aqC2b64 

+ (a3clb73 + a4c2b74 + a c b  75 

3 1 4 3  a4 

5 3 65 86 

1 
+ a6C4b76)ba71bgg)Rg = 1680 





2 2 2 
[ , [ $ I $  l 3  = a32clb43b54R5 + [ a  3 c 1 b 43  b 64 + ( a 3  ‘ l b 5 3  + a42c2b54)b651R6 

’c b + [ a  c b b + (a3  clb53 + a c b ) b  + ( a 3  63 2 2 2 
3 1 43  74  4 2 54 75  

2c b + a 2 c b + a 2 c b ) b  j R  + ia32clb43bg4 + ( a 3  53 4 2 6 4  5 3 6 5 7 6 7  
2 2 2 2 + a  c b  + a  c b  ) b  

+ a  c b  + a  c b  ) b  ] R  

+ a4 C2b54)b85 (a3  ‘ l b 6 3  4 2 64 5 3 65 86 

+ (a3 ‘ l b 7 3  + a4 C2b74 5 3 75  6 4 76 87 8 

+ l a 3  1 43b94 + (a3  ‘ l b 5 3  4 2 54 95 
2 2 2 2 + a c b + a c b ) b  + ( a 3  clb73 + a4  c2b74 

2 2 2 
+ a5 C3b75 a6 C4b76)b97 + (a3 1 83 4 2 84 

2 2 2 1 
+ a5 C3b85 

2 2 2 2 

2c b 2 + a c b ) b  + ( a 3  clb63 
2 2 

4 2 64 5 3 65 96 

2 c b  + a  c b  

a6 C4b86 + a7 C5bS7)b981R9 = 420 



1 
1008 

= -  



[ 2 [ [ @ 1 4 1 4 1 2  = a3a4flb43b54R5 + [a3a4clb43b64 + a 5 (a 3 1 5 3  

+ a c b ) b  

+ a6(a3clb63 a4c2b64 5 3 65 76 7 

+ a (a c b + a c b ) b  + a6(a3clb63 + a4C2b64 

+ a c b ) b  + a (a c b 

+ a6c4b76)bg7 IR8 + [a3a4clb43bg4 + a5(a3clb53 

I R  + [a3a4clb43b74 + a (a c b 53 + a 4 ~ 2 b 5 4 ) b 7 5  4 2 54 65 6 

+ a c b ) b  I R  + [a3a4clb43b84 

5 3 1 5 3  4 2 5 4 8 5  

+ a4c2b74 + a 5 c 3 b 75 5 3 6 5 8 6  7 3 1 7 3  

+ a c b )b + a (a c b + a4c2b64 + a5c3b65)bg6 4 2 5 4 9 5  6 3 1 6 3  

+ a7(a3clb73 + a4c2b74 + a5c3b75 + a6c4b76)b97 

+ a 8 (a 3 1 8 3  C b + a4c2bB4 + a5c3bB5 + a6c4b86 

1 
+ a7C5b87)b981R9 = 336 



+ a b e )R + (a b e + a4b64e2 3 
[2 [$  ] @ I 2  = a3b43elR4 + (a3b53el 4 54 2 5 3 63 1 

# + a b 

+ ( a  3 b 83  e 1 + a4bB4e2 + a5bB5e3 6 8 6 4  7 8 7 5  8 

+ a b  e + a b  e + a b  e + (a b e + a4bg4e2 

+ a b  e ) R  = -  8 98 6 9 168 

5 6 5 3  e )R 6 + ( a  3 b 73 e 1 + a4b74e2 + a5bT5e3 + a b 6 7 6 4  e ) R  7 

+ a b  e + a b  e ) R  

5 9 5 3  6 9 6 4  7 9 7 5  3 93 1 

1 

[2[,$12[$1 12 = C1C2b43b54R5 + [C1c2b43b64 + (‘lb53 + c b  2 54 ) c b  3 65 ]R 6 

1 2 43 74 2 54 3 75 + [c  c b b + (clb53 + c b ) c  b + (clb63 + c2b64 

+ c b > c  b ]R  + [ c  1 c 2 b 43 b 84 + (clb53 + c2b54)c3b85 

+ (clb63 + c2b64 + c b ) c  b 

+ c 4 b 76 ) c  5 b 87 ]R 8 + [C1c2b43bg4 + (Clb53 + C2b54)c3bg5 

+ (clb63 + c2b64 + c 3 b 65 )c  4 b 96 + (clb73 + C2b74 + ~~b~~ 

+ c b ) c  b 

+ c b  ) c b  ] R  == 

3 65 4 76 7 

+ (clb73 + C2b74 + c3b75 3 65 4 86 

+ (clbS3 + c2bB4 + c b 4 76 5 97 3 85 + C4b86 

1 
5 87 6 98 9 



L 

+ C ~ b 7 6 ) b g 7  + a8 (‘lb83 ‘Zb84 + C3b85 C4b86 

1 
C5b87)b981R9 = 252 

2 2  2 2 2 
[,[$ 14 l 2  = a32b43dlR4 + (a3 b53dl  + a4 b54d2)R5 + (a3 b 6 3 d l  + a42b64d2 

+ a b d ) R  + ( a 3  b73dl + a42b74d2 + a5 b 7 5 d 3  + a6 b76d4)R7 
2 2 2 2 

5 6 5 3  6 
2 2 2 + (a 3 b 83 d 1 + a4‘ba4d2 + a5 b g 5 d 3  + a 6  b86d4 + a72bg7d5)R8 

2 2b d + a 2 b d + a6 2 bg6d4 + a7’bg7d5 (a3 b93dl  + a4 94 2 5 95 3 

2 1 + a  b d ) R  = -  
8 98 6 9 126 

2 2 ’b ) R  +(a3c1 2 b63 + a4c22b64 
[,[$I $12 = a3c12b43R4 + (a3C1 b53 + a4c2 54 5 

’b ) R  2 2 2 2 + a C b ) R  (a3C1 b73 + a4c2 b74 + a5C3 b75 + 76 7 5 3  65 6 

2b + a c 2b + a c 2 b  ) R  
+ (a3c12b83 + a4c2 84 

+ (a3c12bg3 + a4cZ2bg4 + a5c3’bg5 + a6c42bg6 + a7C5 2b 97 

+ a8C6 98 9 168 

5 3 85 + a6C4 b86 7 5 87 8 

1 - -  2b ) R  - 



. 

[ ,[$I$ 3 l 2  = a32b43C1R4 + (a 3 b c + a43b54~2)R5  + ( a  3 b c + ah 3 b 6 4 ~ 2  
3 53 1 3 63 1 

3 3 3 3 + a b c )R + (a b c + a43b74c2 + a b c + a b c )R 

+ ( a  3 b c + a  3 b c + a  3 b c + a  3 b c + a 7  3b 8 7 5  c ) R  

5 6 5 3  6 3 73 1 5 7 5 3  6 7 6 4  7 

3 8 3 1  4 8 4 2  5 8 5 3  6 8 6 4  

3 9 3 1  4 9 4 2  6 9 6 4  7 9 7 5  

3 1 

+ ( a  3 b c + a  3 b c + a 5 3 b g 5 c 3 + a  3 b c + a  3 b c 

+ a  b c ) R  = 8 9 8 6  9 

5 1 
[ , $ ] , = g R  + g R  + g R  + g R  + g R  + g R  + g 7 R g = -  1 3  2 4  3 5  4 6  5 7  6 8  42 

I + (clb73 + c2b74 + c3b75 + c b ) b  ] b  la R = - 4 76 87 98 9 9 840 



+ ( a c b  + a c b  ) b  ]R  [ [,[41@1 = a3a5~1b43b54R5 + a6[a3clb43b64 3 1 5 3  4 2 5 4 6 5 6  

+ a7[a3clb43b74 + (a3clb53 + a4c2b54)b75 + (a3clb63 

+ a c b + a c b ) b  ]R + a8[a3clb43b84 + (a3clb53 

+ a c b ) b  

+ a c b  + a c b  ) b  ]R + a r . ? c b  

+ (a3clb53 + a C b 

+ (a3clb73 + a4c2b74 + a 5 c 3 b 75 + a 6 c 4 b 76 ) b  97 + (a3clb83 

+ a c b  ) b  ]R = -  
+ a4c2b84 + a5c3b85 + a6c4b86 7 5 87 98 9 280 

4 2 6 4  5 3 6 5 7 6 7  

+ (a3clb63 + a4c2b64 + a5c3b65)b86 + (a3clb73 4 2 54 85 

4 2 74 + a5c3b75 6 4 76 87 8 9‘ 3 1 43b94 

) b  + (a3clb63 + a 4 c 2 b 64 + a5c3b65)bq6 4 2 54 95 

1 

8 

3 
[[,@ 1 2 @ l  = a4elb43R4 + ag(b53el + b54e2)R5 + a6(b63e1 + b64e2 

+ b e ) R  + a (b e + b74e2 + b75e3 + b76e4)R7 + a ~ ( b g 3 ~ 1  

+ b e + b e + bS6e4 + bS7e5)R8 + ag(bg3el + bg4e2 + bg5e3 

1 + b e + bg7e5 + bg8e6)Rg = 140 

6 5 3 6  7 7 3 1  

84 2 85 3 

96 4 



2 
[ [ [O I 6 I O I  = a3a4dlb43R4 + (a3dlb53 + a4d2b54)a5R5 + ( a 3 d l b 6 3  + aqd2b64 

+ a d b 

+ (a3d lb83  + a4d2b84 + a5d3b85 + a6d4b86 

+ (a3d lb93  + a4d2b94 + a5d3b95 + a6d4b96 

+ a8d6b98)a9R9 105 

)a  R + (a3dlb73 + a4d2b74 + a5d3b75 + a6d4b76)a7R7 5 3 6 5  6 6  

+ a d b  ) a R  

+ a d b  

7 5 87 8 8 

7 5 97 

1 

. 

2 2 2 2 2 
[ [ [ @ I  101 = a4c12b43R4 + ( C 1  b53 + C 2  b54lagR5 + (cl b63 + c2 b64 

2 2 2 2 + c b ) a  R + ( c l  b73 + c2 b74 + c32b75 + c4 b76)a7R7 

+ (‘1 b83 + ‘ 2  b84 ‘ 3  b85 + ‘ 4  b86 5 87 8 8 

3 65 6 6  
2 

2 2 2 2 

+ c  b ) a R  2 2 2 

+ (c12bg3 C2 bg4 + c3 bg5 + c 4  bg6 + c5 bg7 

2 1 + c  b ) a R  = -  6 98 9 9 140 



2 2 2 
2b c R  + a ( a  b c + a  b c ) R  + a ( a  b c 

2 2 2 2 2 + a b c + a b c )R + a ( a  b c + a4 b74c2 + a5 b75c3 

2 2 2 2 + a b c )R + a (a b c + a42b84c2 + a5 bg5c3 + a6 bg6C4 

2 2 2 2 2 
+ a  b c ) R  + a ( a  b c + a  b c + a  b c + a 6 b g 6 c 4  

2 2 1 + a  b c + a  b c ) R  = -  7 9 7 5  8 9 8 6  9 70 

2 
[ [ [ @ I @  ’ @ I  = a4a3 43 1 4  5 3 53  1 4 54 2 5 6 3 63 1 

4 6 4 2  5 6 5 3  6 7 3 7 3 1  

6 7 6 4  7 8 3 8 3 1  

7 8 7 5  8 9 3 9 3 1  4 9 4 2  5 9 5 3  

4 
[ [ @  ]$ ]  = a f R + a f R + a f R + a f R + a7f5R7 + a8f6R8 + agf7Rg 3 1 3  4 2 4  5 3 5  6 4 6  

1 
35 

E -  

c R + (dlb53 + d b ) c  R + (dlb63 + d2b64 

) c  R + (dlb73 + d2b74 + d3b75 + d4b76)C5R7 

2 
[ [ 2 $  12[$11 = d lb43  2 4 2 5 4  3 5  

+ d b 

+ (dlb&33 + d2b84 + d3b85 + d4b86 

3 6 5  4 6  

+ d b )c  R + (dlbg3 5 87 6 8 

+ d b  ) c R  - -  6 98 7 9 - 168 
1 

+ d2bg4 + d3bg5 + d4bg6 + d5b97 



. 

3 [ [ @ ] [ ‘ $ ] ] = c e R  + c e R  + c e R  + c e R  + c e R  +c6e6R8 1 1 3  2 2 4  3 3 5  4 4 6  5 5 7  
1 + c e R  - -  7 7 9 -  56 



2 
[ [ [ d l 0 1  d 2 1 = a3a4 43 
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